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I.  !ر������ت ا�� ا��"

  ������ �	�� 
� ���ات ا��رس , ���� ا�����ى إ���� ��( ); ;o i j
� �

  

  +�ع ( �)�'� ���&�% دا�  
�د#  .1
:,#�-.  !��f  ����" �� xدا�$  '�د%$ ���#

)و  )fC  �	���ا �ھ� ���*��( ); ;o i j
� �

.  

  � $+�� ��)إذا آ�- إ"�ى ا"�ا, )fC  �� 
إ�

)3 ��2%$ , ���ل إن  )fC .��5�2� 3  �'�� 67�%  

 ا���3ارب ا��/ازي ��&/ر ا�را.�� .2
إذا��9-: .-�#,:

( )lim
x a
x a

f x
→

=+∞
≻

)أو )lim
x a
x a

f x
→

=−∞
≻

أو    

( )lim
x a
x a

f x
→

= +∞
≺

)أو          )lim
x a
x a

f x
→

=−∞
≺

       

x ���ل إن ا������� ذا ا����د�$ a=  رب���
 
�*��	�( )fC 

�� ا�*����  �7���f ا��ا�$ ا���د%$ �	�ل: #��	�x    : ������9 $�����ا

( ) 2 1

3 6

x
f x

x

−=
−

  

)"�د  )
2

lim
x

f x
+→

)و      )
2

lim
x

f x
−→

  ���  ھ��>�=� وأول ا���

): ��/اب ا )
2 2

2 1
lim lim

3 6x x

x
f x

x+ +→ →

−=
−

  

  

2
lim 2 1 3
x

x
+→

− و=
2

lim 3 6 0
x

x
+

+

→
− و=

2
lim 3 6 0
x

x
−

−

→
− =  

)و��5 :  )
2

lim
x

f x
+→

= )و ∞+ )
2

lim
x

f x
−→

= −∞  

���2�� ذا ا����د�$ ا��ا�8و#7 ا������6 : x =  
)���رب �	��*� )fC 

 
 

 ا���3ارب ا��/ازي ��&/ر ا�+�7�9و
)��9-:  إذا.-�#,: )lim

x
f x a

→+∞
)( أو    = )lim

x
f x a

→−∞
= ,  (  

���yل إن ا������� ذا ا����د�$  a=  
)���رب �	��*� )fC   

  )  ∞−( أو ?=�ار ∞+?=�ار 
  �7���f ا��ا�$ ا���د%$ �	�ل: 

 ����� ا�*�#��	�x    : ������9 $�����ا( ) 6 1

2 5

x
f x

x

+=
−

  

)"�د  )lim
x

f x
→+∞

)و      )lim
x

f x
→−∞

  ���  ھ��>�=�  وأول ا���

) ا��/اب : ) 6 6
lim lim 3

2 2x x

x
f x

x→+∞ →+∞
= = )و = ) 6 6

lim lim 3
2 2x x

x
f x

x→−∞ →−∞
= = =  

3yا������� ذا ا����د�$ ا�8و#7 ا������6 :  =  
)���رب �	��*� )fC 

 ا���3ارب ا���'7
  !��f  ����" ��2�$  xدا�$  '�د%$ ���#��� ��@ $%�2� 67�A و 

  )∞−( أو ?=�ار ∞+?=�ار 
)إذا ��9-:  ) ( )lim 0

x
f x ax b

→+∞
− + )( أو  = ) ( )lim 0

x
f x ax b

→−∞
− + = ( 

  B�"a ∗∈R   وb∈R  
���ل إن ا������� ذا ا����د�$ 

y ax b= ���رب  ��65  +

 
�*��	�( )fC  ار�=?+∞ ) 

 )  .  ∞− أو ?=�ار
�� ا�*����  �7���f ا��ا�$ ا���د%$  �	�ل:#��	�x  $�����ا 

   : ������9( ) 1
2 1

3
f x x

x
= − +

−
  

  C%��A $'��=�f ا��ا�$ fD"�د  .1

 ∞+?=�ار  f"�د ���د�$ ا����رب ا���65 ���*�
 ا��ا�$  .2
  ا��/اب:

1({ }/ 3 0fD x x= ∈ − ≠ℝ   
Dو��{ } ] [ ] [3 ;3 3;fD = − = −∞ ∪ +∞ℝ  

2( ( ) 1
2 1

3
f x x

x
= − +

−
  ���%( ) ( ) 1

2 1
3

f x x
x

− − =
−

  

  ��دة ا�������ت             أ>�د#��  ا��)  ا�;�:�    

                                ���!  و<�ة            
  
  

  ا��"/ى : ا�و�% !�ك 
@/م .���6# 
���� ����	
  ا���ذ : 

  11��آ�ة ر��/  
  

O x = a

O

O
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 ���%( ) ( ) 1 1
lim   2 1 lim 0

3x x
f x x

x→+∞ →+∞
− − = = =

− +∞
  Dذا و�� ��ا�����

2ا����د�$  1y x= −  
)���رب  ��65 �	��*� )fC  ار�=?+∞ 

: �9�C $�د����ذو ا ��y%!�ن ا����� ax b= + ( )0a ≠ E5�� �?ر���

�
�*��( )fC إذا �9ن :   ∞+?=�ار Fإذا و��( )
lim
x

f x
a

x→+∞
=   

)و  )lim
x

f x ax b
→+∞

− =   

II. ���@;ا��3وع ا� 
  !��f  ����" ��6 �$%�2 3 ���2�$ ?=�ار ?*�x 7�A Bدا�$  '�د%$ ���#

)) و  ∞−( أو ?=�ار ∞+ )fC ������  �	�� �� ھ���*��( ); ;o i j
� �

.  

 +�ع D@��� ا.��ھ5 �&/ر ا�+�7�9 .1

)إذا ��9- .-�#,: )
lim 0
x

f x

x→+∞
)( أو = )

lim 0
x

f x

x→−∞
= 
)  ���ل إن ا���*�

( )fC ر�*� Dھ�=Aا ���=	H �'�� 67�%  

�6 ?=�ار  I��Jأو ?=�ار ∞+ا )−∞    (  
) : ا�����$ �9����� �7���f ا��ا�$ ا���د%$ �	�ل:  )f x x=     

)أ"�� )
lim
x

f x

x→+∞
   $=�  وأول ھ��>�� ا���

) ا��/اب : ) 1 1
lim   lim lim 0
x x x

f x x

x x x→+∞ →+∞ →+∞
= = = =

+∞
  

)ا��Kو%6 ا���2>� :  )fC  ر�*� Dھ�=Aا ���=	H �'�� 67�%  

�6 ?=�ار I��Jا+∞  
 ��ھ5 �&/ر ا�را.��+�ع D@��� ا. .2

)إذا ��9- .-�#,: )
lim
x

f x

x→+∞
= )أو ∞+ )

lim
x

f x

x→+∞
= أو  ∞−

( )
lim
x

f x

x→−∞
= أو ∞+

( )
lim
x

f x

x→−∞
=   ���ل ∞−

  
)إن ا���*� )fC  ��AراJر ا�*� Dھ�=Aا ���=	H �'�� 67�%  

�� ا�*����  fا���د%$ ����7 ا��ا�$ �	�ل: #��	�x    : ������9 $�����ا

( ) 3f x x=    ��"أ( )
lim
x

f x

x→+∞
  $=�  وأول ھ��>�� ا���

ا��/اب : 
3

2lim   lim
x x

x
x

x→+∞ →+∞
= = +∞  

)ا��Kو%6 ا���2>� :  )fC  ر�*� Dھ�=Aا ���=	H �'�� 67�%  

�� ?=�ار AراJا+∞  
��E ذو ا��-�د�  .3y+�ع D@��� ا.��ھ5 ا��" ax=  F�G0a ≠  : 

):إذا ��9-.-�#,: )
lim
x

f x
a

x→+∞
)و = )lim

x
f x ax

→+∞
− =+∞   

 
)���ل إن ا���*� )fC  $�د����ذي ا ���� اA=�ھD ا������=	H �'�� 67�%

y ax=  ار.(    ∞+?=�ار�=? C%����ا MN�−∞ (  

�� ا�*����  �7���f ا��ا�$ ا���د%$ �	�ل: #��	�x    : ������9  $�����ا

( )f x x x= −  

)أ"�� و  f"�د  "�C%��A O ا��ا�$  .1 )lim
x

f x
→+∞

   

*�
 ا��ا�$  .2��� �5�2�E�ع ا�N�ا $��  f"�د ط7

fD) 1 اب :ا��/ +=ℝ  

2 (( ) ( )lim   lim lim 1
x x x

f x x x x x
→+∞ →+∞ →+∞

= − = − = −∞  

3(( ) 1 1
lim   lim lim 1 lim 1 1 1
x x x x

f x x x x
a

x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

−= = − = − = − =− =
+∞

  

( ) ( ) ( ) ( )lim   lim   1 lim   lim
x x x x

f x ax f x x f x x x
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− = − − = + = = +∞  

)ا��Kو%6 ا���2>� :  )fC   $�د����ذي ا ���� اA=�ھD ا������=	H �'�� 67�%

( )1y x y x= − ⇔ =   ∞+?=�ار −

I II. %�&�� �-��I ا(�-�Hف  –.� 
: �9�C !��fل�=� 
	'  �A�� ق���HE� $	?�S $�داI و( )fC  

)��*��ھ� �� ا���	�   ); ;o i j
� �

.  

fإذا ��9-   
 ا��=�ل′′	' $7���I 
)�Tن �	��*� )fC  ا���A 

.$7��� ا���AراJ�2 �*� �*�ر ا���  
fإذا ��9-   
 ا��=�ل′′	' $7��<I 
)�Tن �	��*� )fC  ا���A 

�� ا����$7.AراJ�2 �*� �*�ر ا���  
fإذا ��9-   ���A0xم �� ا���+$  ′′ I∈  �2Aر�Hإ ��#�Aو 

)��ن ا���+$   0x?=�ار )( );o oA x f x 
)��+$ ا��+�ف ا���*� )fC . 

   ℝا�����$  '	
 �7���f ا��ا�$ ا���د%$ : �	�ل

    : ������9( ) 4 21 2
2

12 3
f x x x x= − + +  

)أ"��  .1 )f x′′  6!�x   �ℝ  

)أدرس ���A ا���*��  .2 )fC  $�ا�	�6 W���اf  

D��+ا�� ��+�� �%�*A �� 
)1 ا��/اب :

 
( ) 4 2 3 31 2 1 1

2 4 4 1 4 1
12 3 12 3

f x x x x x x x x
′ ′ = − + + = × − + = − + 

 
  

( ) 3 21
4 1 4

3
f x x x x

′ ′′ = − + = − 
   

2(( ) ( ) ( )2 2 22 2 0 2 0 4 0 0x x x x f x′′− + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  

2 2x أو x= − = ⇔
  

  

• ���A( )fC�*� �*� D�
 ا��=�ل:��	' $7��� ا���AراJرا 

] ] [ [; 2 2;−∞ − ∪ +∞  

• ���A( )fC:=�ل��ا 
	' $7��� ا���AراJر ا�*� �*� D��� [ ]2, 2−  

��ول ا����� �� X5����ا Y�Z	A  !�%  

( )( )1, 1A f  و( )( )1, 1B f−   �+����D+�� ا� −

IV.J��. 7  – �7&/رJ��. K<�� 
: �9�C� !�f ����" �� ����$  xدا�$  '�د%$ ���#

 $'��=� 
	'D   و( )fC   �	���ا �ھ� ���*��( ); ;o i j
� �

.  

x%!�ن ا������� ذو ا����د�$   a=  

( )a∈R
)�*�ر ��A,6 ا���*� )fC إذا 

)و��F إذا �9ن :  ) ( )
( ) ( ) ( )

; 2

; 2

x D a x D

x D f a x f x

∀ ∈ − ∈


∀ ∈ − =

 

)A!�ن ا���+$  );a bΩ O9�� 
)��,6 ا���*� )fC  

)إذا و��F إذا �9ن :  ) ( )
( ) ( ) ( )

; 2

; 2 2

x D a x D

x D f a x b f x

∀ ∈ − ∈


∀ ∈ − = −

  

�� ا�*����  �7���f ا��ا�$ ا���د%$  �1	�ل#��	�x $�����ا  

   : ������9( ) 2f x x x= −      

 f"�د  "�C%��A O ا��ا�$  .1
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�  أ .2? ��1ن ا�����

2
x = 
�*��	� 6,��A ر�*�( )fC  $�ا�	�6 W���اf  

  ا��/اب:
1( ( ) 2f x x x= − { }2/ 0fD x x x= ∈ − ≥ℝ  

   ( ) 21 0 1 0 0x أو x x x x x= = ⇔ − = ⇔ − =  

��ول ا�H3رة : Dو��    

  
   :Dو��[ ]0,1fD =    

 2 (x a=   ���%1

2
x =  

7�  أ�D : اذا ��9-  ) أ�[ ]0,1x ]��ن :  ∋ ]1 0,1x−   ؟؟؟∋

[ ]1 1 1 1 0 1 0 0 1 0,1x x x x⇔ − ≤ − ≤ + ⇔ − ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈

[ ]1 0,1 0 1 1x x− ∈ ⇔ ≤ − ≤ ⇔ 

)ب)�7�  أن :  ) ( )1f x f x−   ؟؟؟؟=

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 1 1 2f x x x x x x− = − − − = − − − +

( )2 21 1 2x x x x x f x= − − + − = − = 

 D1و��

2
x 6 ��*�
 ا��ا�$ �*�ر =,��Af. 

�� ا�*����  �7���f ا��ا�$ ا���د%$  �2	�ل#��	�x    : ������9 $�����ا

( )
2

1

x x
f x

x

−=
+

  

�  أن  .1?( ) 2
2

1
f x x

x
= − +

+
fD∀∈  

�  أن ا���+$ .2?( )1; 3Ω − 6 ��*�
 ا��ا�$ −,��A O9��f.  

) )1 ا��/اب :  ) ( ) ( )
22 1 22

2
1 1 1

x x x x
x f x

x x x

− + + −− + = = =
+ + +

  

2 (( )1; 3Ω − −  ( );a bΩ  

7�  أ�D : اذا ��9-  ) أ�{ }1x ∈ − −ℝ  : ن��{ }2 1x− − ∈ − −ℝ؟؟؟  

{ }2 2 1 1 1 1x x x x⇔ − − ≠ − + ⇔ − ≠ ⇔ ≠ − ⇔ ∈ − −ℝ

{ }2 1 2 1x x− − ∈ − − ⇔ − − ≠ − ⇔ℝ 

)ب)�7�  أن :  ) ( )2 6 2f x f x b− − + = −   ؟؟؟؟=

( ) ( ) 1 1
4 4 1 1

4 2 2
f x f x x x

x x
− − + = − − − + + − +

− − + +
 

1 1 1 1
4 2 6 6

2 2 2 2x x x x
= − − + + = − + − + = −

− − + + +
 

 Dو��( )2; 3Ω − 6 ��*�
 ا��ا�$ −,��A O9��f.  

)ا�����$ �9����� �7���f    : ا��ا�$  :1.��#� ) 31
4

3
f x x x= −  

"�د  .1
fD ��A O� C%f ا��ا�$ "

�$ ا��ا�$  .2� fأدرس زو

'�� �*�ات  fأ"�� ��2%�ت ا��ا�$  .3
fD 

*�
 ا��ا�$  .4���$%�2 �E�وع ا�N�أدرس اf  

  و أدرس إ�Hرf �2Aأ"�� �^��$ ا��ا�$  .5

��ات ا��ا�$  .6#A ول��  f"�د 

)"�د ���د�$ ����س ا���*��  .7 )fC  $�ا�	�6 W���اf  �� 

ا��� أ�_��A  �2ا���+$ 
0 1x = −  

)"�د ����A Fط� ا���*��  .8 )fC .�	���ري ا�*� �  ا���6W �	�ا�$ �

  ا و��تذا fا��ا�$  C"�د �+� ر% .9

)أر>� ا���*��  .10 )fC  $�ا�	�6 W���اf  �`��� ������ �	�� �� 

) : أ</!  ) 31
4

3
f x x x= −1( 

fD =ℝ$%$ "�ود��2 دا�J
     

−��xن   x∈ℝأ) اذا ��9- )2 ∈ℝ  

) ب) ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 31 1 1
4 4 4

3 3 3
f x x x x x x x f x

 − = − − − =− − − =− − =− 
 

  

 Dو��f$%$ ��د�دا  

3(
 ( ) 3lim lim

x x
f x x

→+∞ →+∞
= = )و  ∞+ ) 3lim lim

x x
f x x

→−∞ →−∞
= = −∞  

  ھ� ��2%$ "�ھ� ا�79J در�J $%�2�3��$ن ��2%$ دا�$ "�ود%$ '��

4(
 ( )

3

2

1
13lim lim lim
3x x x

xf x
x

x x→+∞ →+∞ →+∞
= = = +∞  

( )fC  ار�=? ��AراJر ا�*� Dھ�=Aا ���=	H �'�� 67�%+∞  

( )
3

2

1
13lim lim lim
3x x x

xf x
x

x x→ −∞ → −∞ → −∞
= = = +∞  

( )fC  ار�=? ��AراJر ا�*� Dھ�=Aا ���=	H �'�� 67�%−∞  

5(
 ( ) 3 2 21 1

4 3 4 4
3 3

f x x x x x
′ ′ = − = × − = − 

 
  

( ) ( ) ( )2 2 22 2 0 2 0 4 0 0x x x x f x′− + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  

2 2x أو x= − = ⇔
  

  
6(

  

  
))���د�$ ����س ل 7 )fC  $+���ا ��A  �2��_أ� ���ا

0 1x = −  

( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x′= + )و   − ) 11
1

3
f − )  و  = )1 3f ′ − = −  

( ) ( ) ( ) ( )2 11
3 3 1 1 1 1

3 3
y x y x y f f x′= − + ⇔ = − + ⇔ = − + − +  

8( �)أ)����A Fط )fC $�ا�	�6 W���ا 
�f 6ا���*�I��Jر ا�*� ��  

) �*F�� 6 ا����د�$ : ) 0f x =  ���%31
4 0

3
x x− =

  
 ���%21

4 0
3

x x
 − = 
 

  ���%0x 21أو =
4 0

3
x − =   

 ���%0x 2أو = 12x =  ���%0x 12أو = 12x أو x= − =  
 ���%0x 2أو = 3 2 3x أو x= − =  

) و��F�� D ا����ط� ھ� : )2 3;0A و( )2 3;0B )و − )0;0O    

�)ب)����A Fط )fC $�ا�	�6 W���ا 
�� fا���*�AراJر ا�*� ��  

: F�� ��*� ( )0f  ��%��( )0 0f )و��D ��+$ ا����ط� ھ�:  = )0;0O  
9( ( ) 16

2
3

f = ��$ د��� �	�ا�$  −S �ھf  

( ) 16
2

3
f − ��$ S_�ى �	�ا�$  =S �ھf  

�6 ا��7���� �	�ا�$ 9W���ا(f  
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)ا�����$ ب: g��ا�$ ا���د%$����7 ا:2.��#� ) 2 1

1

x
g x

x

+=
+

  

  .g"�د "�C%��A O ا��ا�$ .1
�� �*�ات "�O ا����%C و أول ا����g  X5أ"�� ��2%�ت ا��ا�$ .2

.��  ھ��>
��ات ا��ا� .3#A ول�� �a �, .$��^��$ ا���أ"�� ا$g.  

 ا��ا�$ .4�*�� b^أ�g.  

  ا�&7:
�C%��A O ا��ا�$ 1"(g :ھ�

{ } { }/ 1 0 1D x x= ∈ + ≠ = − −ℝ ℝ  

                                            D�� و] [ ] [, 1 1,D = −∞ − − +∞∪  

2(( ) 2 1 2
lim lim lim 2

1x x x

x x
g x

x x→−∞ →−∞ →−∞

+= = =
+

)و ) 2 1 2
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